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RESUMEN

Dentro de los estudios de dinamica no lineal y caos se ha
detectado el llamado caos transitorio, donde el comportamiento
irregular y aperiédico tiene inicialmente la "apariencia" de caos pero
después de cierto tiempo la solucién termina por estabilizarse o se
dirige a un comportamiento donde podemos predecir el futuro. Se
han encontrado distintos ejemplos de caos transitorio y en este
trabajo mostramos un nuevo caso. Aparte del caos generado por
ecuaciones diferenciales no lineales donde el tiempo es continuo
existe el caos producido en férmulas recursivas (incluso las hay muy
simples) donde el tiempo se lo toma discreto, son las llamadas
ecuaciones de diferencias o mapas. Este estudio muestra caos
transitorio en un tipo de estos mapas: unidimensionales con tres
puntos fijos.

ABSTRACT

Within studies of non-linear dynamics and chaos, so called
transient chaos has been detected, where irregular and non-
periodical behavior initially has the "appearance" of chaos but after
some time the solution ends up stabilizing or tends to behaviors
where we can predict the future. Several examples of transient
chaos have been found. In this article we show a new case. Apart
from chaos generated by non-linear differential equations where time
is continuos there is another type of chaos: that produced in
recursive formulae -- some of which are very simple -- where time is
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considered discrete. These are so called difference equations or
maps. This article will show transient chaos in one type of these
maps, namely one-dimensional maps with three fixed points.

Introducciéon

La dinamica comienza con Newton como ciencia gque estudia €l
movimiento, es decir, se interesa por la posiciéon y velocidad de un cuerpo en
funcion del tiempo. Estas magnitudes estan relacionadas por medio de laley
de Newton, que establece que la fuerza total que actla sobre un cuerpo
(idedlizado como particula infinitesimalmente pequefia) es proporcional a la
aceleracion de dicho cuerpo, con la masa del cuerpo como la constante de
proporcionalidad. En términos mateméticos la ley de Newton es una ecuacion
diferencial. Resolviéndola, cuando es posible, obtenemos la posicién (cuya
derivada segunda es la aceleracién) y la velocidad (cuya derivada es la
aceleracion) del cuerpo en cuestion. Este es uno de los ejemplos mas sencillos
de lo que se llama sistemas dindmicos, es decir sistemas donde una 0 mas
magnitudes que dependen del tiempo estan regidos por un sistema de una o
mas ecuaciones diferenciales. En gemplos distintos y mas generales de
sistemas dinamicos las variables pueden ser e nimero de insectos de un
determinado tipo, la aparicidén aperiodica de las epidemias, las oscilaciones
registradas de un terremoto, la actividad del corazon graficada por un
electrocardiograma, o € indice del mercado de acciones. Siempre estudiando
estas variables en funcién del tiempo, que estan determinadas por las
ecuaciones gue las gobiernan. Es decir, se trata de sistemas deterministas que
dependen de las condiciones iniciales. Sin emabrgo, en agunos casos €
comportamiento es tan irregular, que tendremos caos. El caos, que puede
darse en los gemplos dinamicos citados, fue vislumbrado por Poincaré a fin
del siglo X1X, y puesto de manifiesto por € meteordlogo E. Lorenz (1963): El
prondstico meteorol 6gico es un importante servicio que nos llega a través del
periddico, la radio, la television e internet. Pero nos suelen pronosticar
solamente los 4 dias venideros. Y aveces esincorrecto! Seriainteresante, para
una pareja de novios, poder conocer € climadel diadel casamiento con meses
de anticipacién. O para una universidad que planee la graduacion y fiesta a
aire libre. Esta mejora en el pronéstico estaba buscando Lorenz tratando de
hacer un modelo fisico-matematico del clima. Tenia 12 ecuaciones que logré
smplificar a 3. Pero la solucion que arrojé su computadora Royal McBee
mostraba un comportamiento irregular y aperiddico. Es mas, cambiando una
milésima sus condiciones iniciales, para un determinado dia, obtenia un
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comportamiento muy distinto del prondstico futuro proximo. Las ecuaciones
diferenciales de Lorenz son no lineales. En las ecuaciones no lineales, a
diferencia de lo que ocurre cuando las ecuaciones son lineales, la suma de dos
soluciones no necesariamente es solucion, o dicho de otramanera, €l resultado
de un determinado proceso no puede obtenerse estudiando 2 procesos
distintos més sencillos, para luego sumar sus resultados. En estos sistemas no
lineales deterministas diremos que hay caos cuando la solucién varia en
forma irregular y aperiddica siendo imposible prever el comportamiento a
grandes tiempos y donde hay una gran sensibilidad a las condiciones
iniciales.

En cuanto a la sensibilidad a las condiciones iniciales se lo ha ggemplificado
con e llamado "efecto mariposa': de dos mariposas que aletean en Hong
Kong, una no produce nada especia y la otra provoca un huracan en el Caribe.

También hablamos de sistemas dinamicos cuando la o las variables
dependen de un tiempo discreto. Es decir, en vez de hacer correr |os segundos
y los minutos continuamente, decimos por gemplo: en e afo 1995 se
produjeron 68 casos de paludismo en tal zona, en el afio 1996 hubo 124 casos,
en 1997 ..., 0 sea saltamos discretamente de afo en afo. Es e caso de las
formulas de recurrencia o mapas con los cuales trabgaremos en este articulo,
gue son de gran interés porque nos dan e emplos sencillos de caos. Incluso
pueden generarse usando €l programa Excel.

La primera aplicacion comercial de la teoria del caos la redizd la
compafia Goldstar en 1993. Consistio en disefiar un lavarropas que en vez de
girar en forma continua o de aternar € giro en forma periédica, giraba
cadticamente. Al "mezclarla’ més de esta manera, la ropa resultd meor
lavada.

Mapas, Caos y Caos Transitorio

El mapa unidimensiona mas conocido es € mapa logistico (May,
1976; Strogatz, 1994).

2
Xns1 =T (Xn_Xn )

Se trabagja en el cuadrado unidad. Partimos de la condicion inicial X,
con la formula sacamos e x; que pasa a ser usado como €l Xp del nuevo
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cdlculo, y asi sucesivamente. Esta recurrencia se visualiza bien usando la
"telarafid’ de la Figura 1: dado e xp en las abscisas "subo" a la funcién
cuadrética y obtengo x; de ali me desplazo horizontalmente hasta la recta a
45°, vuelvo a subir y obtengo x; y asi sucesivamente. LIamamos puntos fijos a
las intersecciones de la cuadratica con la recta a 45°. Punto fijo es aquel que
una vez alcanzado se repite indefinidamente al usar la férmula de recurrencia.
Punto fijo estable sera cuando los valores proximos, mediante la férmula,
tienden a é y punto fijo inestable cuando los valores proximos tienden a
agarseded.
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Figura 1: Mapalogistico

El comportamiento de la solucién a tiempos largos (la telarafia ha dado
gran cantidad de vueltas), lo que aqui seria n grande, va a depender del valor
der. Los valores mas interesantes de r estan en €l intervalo [0, 4]. Parar <1,
Xn tiende a cero. Para 1l < r < 3, la solucion se estabiliza tendiendo al punto
fijo. Desde r = 3 se produce la "bifurcacion”. Es decir, que la solucién tiende a
grandes n a dos valores que se van alternando. A esto se lo llama periodo 2.
En r = 344 ... se produce otra bifurcacion, nace € periodo 4 y asi
sucesivamente hastar = 3.56 ... donde nace &l caos (Figura 2).
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Figura 2: Caosen mapalogistico

Desde este valor der hastar = 4 tenemos caos, excepto para algunas
"ventanas' (Strogatz, 1994). Decimos que e mapa logistico posee una ruta a
caos por bifurcaciones. Para un estudio profundo del mapa logistico ver
Strogatz, 1994.

El caos transitorio ha sido extensivamente estudiado para e mapa
logistico (Woltering & Markus, 2000). Estos autores tomaron r = 4 + d,
donde d es un nimero muy chico ( d « 1). Cuando la 6rbita explora el entorno
del méximo, se sadle del cuadrado unidad y diverge. Pero por ser d tan
pequefio, la Orbita "tarda' un tiempo en explorar los puntos superiores para
luego tender a - ¥: tenemos caos transitorio porque aparecen nUMeros sin
ningun tipo de orden lo que "aparenta’ ser caos, pero luego empiezan a salir
nimeros negativos que tienden al infinito negativo. Como sabemos con
seguridad que va a infinito ya no hay caos y por eso se llama a esa sucesion
de nimeros "caos transitorio".

Nosotros estudiamos e mapa unidimensional simétrico, siempre
dentro del cuadrado unidad:

X1 = I (1 - COSE(PXn)) (1)
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Encontramos tres puntos fijos como muestralafigura 3y los llamamos. O, u 'y
v. El cero es un punto fijo estable para la cuenca de condiciones iniciales
[0,u) E (1 -u, 1]. El punto fijo u depende de r y es siempre inestable. El

punto fijo v también depende de r y pasara de ser estable a inestable cuando
(Strogatz, 1994):

VE (v) Vo= 1 2)

— r=0.85

Xn+1

Figura 3: Mapaunidimensional con 3 puntosfijos

A partir de este punto tenemos la primera bifurcacion y corresponde al
vaor r = 0.62... y, andogamente al mapa logistico, aumentando € r se obtiene
una ruta al caos por bifurcaciones. A partir de r = 0.74 ... tenemos caos. En

este caso el caos solo se da para las condiciones iniciales comprendidas en (u,
1-u.

Sin embargo, sellegaaun valor der parae cud:
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f)=u=1-r (3)

Ver figura4.
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Figura 4: Telarafiadel caostransitorio

Obtener exactamente la condicion 3 dependera de la precision del
calculo. Tomaremos dos casos, uno por exceso y otro por defecto:

r = 0.879019
u = 0.120981 4)
f(r) = 0.1209814

En este caso tenemos caos real (Figura 5 con n = 2000)

En cambio para:

r = 0.879021
u=0.12098 (5)
f(r) = 0.120978
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Figura5: Caosreal en Ec. (1)

Las drbitas que exploran puntos cercanos al maximo r pueden caer en
la cuenca del 0, es decir [(0, u) E (1 - u, 1)] pero a haber pocos puntos que
caigan en esta cuenca, la orbita puede ser larga y su aspecto es €l ddl caos,
aungue sabemos que se trata de caos transitorio. Dependiendo de la condicién
inicia el periddo transitorio serd mas 0 menos largo. La figura 6 muestra caos
transitorio no detectado para r = 0.879021 y condicion inicia xo = 0.61, hasta
n = 2000 tenemos caos aparente. En la figura 7 para el mismo valor de r pero
con X = 0.62 la orbita cae a cero aproximadamente en 1075: Tenemos caos
transitorio. Dependiendo de x la Orbita tarda mas 0 menos en caer a cero.

El exponente de Liapunov es un valor gque indica la presencia de caos
(Strogatz, 1994). Si éste es positivo indica que para pequefias dferencias de
condiciones iniciales las Orbitas se separan exponenciamente (caos real). Un
exponente de Liapunov negativo significa que estamos en €l caso de un punto
fijo estable o de un ciclo. S € exponente de Liapunov es - ¥, tenemos un
punto fijo o un ciclo superestable. El cdlculo de este exponente envuelve una
suma (ver la expresién matematica del exponente de Liapunov en Strogatz,
1994) sobre los ¥ términos de la érbita En la préctica se lo aproxima
sumando un nimero grande de términos. Por eso € caos transitorio estudiado
podra dar equivocadamente positivo s no tomamos una cantidad
suficientemente grande de puntos (zona del caos aparente antes de ir a cero,
figura 7). Aplicando correctamente la férmula para nuestro caso de caos
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transitorio se dbtiene un exponente de Liapunov - ¥, indicando que el cero,
adonde tienden los valores (figura 7), es un punto fijo superestable.
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Figura 6: Caos transitorio no detectado hasta n = 2000
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Figura 7: Caostransitorio

Unos resultados ana ogos se obtienen con € mapa asimétrico:
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Xne1 = I (COS(PX/2) — coA(px/2)) (6)

Conclusiéon

Hemos visto un nuevo tipo de caos transitorio, € que aparece en
mapas unidimensionales con tres puntos fijos. Estos estudios de mapas son
solo una simplificacion matematica de los sistemas fisicos y biolégicos. La
prevision y control del caos es algo altamente interesante en temas como |os
terremotos o la fibrilacion del corazén. Podemos concluir que al igual gque en
otros casos de caos transitorio anteriormente descubiertos, el tiempo de caos
aparente hasta la estabilizacién puede ser arbitrariamente largo, y por tanto es
importante conocer s se trata de caos transitorio o caosreal.
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Glosario

Ecuaciones diferenciales: aguellas que envuelven la funcién incognita
y sus derivadas  mutiplicadas por funciones conocidas y/o parametros
constantes. Por ejemplo:

d?y/dt + sen(t) dy/dt - 5y = 0. Aqui y(t) es lafuncién incognita, 5 esun
pardmetro constante, sen(t) es una funcion conocida, dy/dt es la derivada
primera, dPy/dt esla derivada segunda. En los sistemas dindmicos y es una
magnitud que variacon el tiempoy t es € tiempo.

La cuadratica: ecuacion del tipoy = ax? + b x + ¢. Donde x es la
variable independiente, y es la variable dependiente y a, b, ¢ son nimeros
fijos. Se llama cuadrética porque x aparece elevado a cuadrado. El gréfico de
una cuadrética es una parabola.
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Cuadrado unidad: Es un cuadrado cuyos lados miden 1.

[0, u) E (1-u, 1] Esla union del conjunto [0, u) con el conjunto (1-u,
1]. La unién de 2 conjuntos de puntos contiene los puntos de los dos
conjuntos. [0, u) son todos los puntos que van del 0 (incluido) a punto u
(excluido). Por tanto (1-u, 1] son todos los puntos que van desde 1-u
(excluido) hasta el 1 (incluido).

Para un mapa unidimendional un ciclo de periodo 2 seria, por
,4,2,4,1..Unciclo de periodo 4 seria por g emplo: 6, 3, 5,
2

Punteros de Interés
http://www.duke.edu/~mjd/chaos/chaos.html
http://library.thinkquest.org/3120/
http://members.home.net/jason.yiin/chaos.htm

http://math.gmu.edu/~tsauer/chaos/intro.html
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